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Verbandsstrukturen im Mathematikunterricht

Ver.

D. Dorninger, Wien

In den folgenden Ausfihrungen soll nicht dafiir eingetreten werden,
bestehende Lehrpline in irgendeirer lWeise zu verZndern. Viel-
mehr ist es Ziel des Autors, Elemente der Verbandstheorie, welche
im Mathematikunterricht verstreut anzutreffen sind, unter einen
gemeinsamen Gesichtspurkt von einem zumindest teilweise ilber

dem Schulniveau liegenden Standpunkt aus systematisch zu betrach-
ten, um dadurch eventuell einige Denkanstdfe fir den Unterricht

zu geben. Die dafir gewXhlte Form ist das Curriculum eines Grund-
kurses in Vertandstheorie, wie er etwa im Rahmen eines Freifaches
Mathematik oder einer Neigungsgruppe denkbar wlre. Die Stoffaus-
wahl, inshesondere die Wahl der Peispiele orientiert sich am Lehr-
stoff der ¢sterreichischen zllgemeirbildenden hdheren Schulen.

Auf mathematische Details wird der Kilrze halber nur dort einge-
gangen, o sie exemplarisch fiir eine methodisch didaktische Er-
orterung sind oder wo angenommen wird, daB sie einigen Lesern

nicht geldufig sind.

1. Der Begriff des Verbandes

Der wohl giinstigste Ausgangspunkt filr verbandstheoretische Bz~
trachturgen ist sicherlich die Besprechung von Haibordnunger., .a
sich diese durch Diagramme veranschaulicher lassen.

Eire Halbordnung <H,<> ist eine Menge H zusammen mit einer zwei-
stelligen Relation € in H, sodaf gilt:

(H1) xsx fiir alle x€H (Reflexivitit)
(H2) Aus x<y und ysx folgt x=y (Antisymmetrie)
(H3) Aus x<y und y<z folgt xsz (Transitivitit)

Beispiele flir Halbordnungen aus der Erlebniswelt des Schillers
oder aus der Elementarmathematik lassen sich leicht finden,etwa:

1) Die Menge der Teilnehmer bei einem Verwandtschaftstreffen

wit x<y im Sinne von "x=y oder x ist Nachkomme von y*.
|
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2) Die Potenzmenge P(M) einer Menge M mit der wmengentheoretischen
Inklusion € 21s Halbordnung.

3) Die ganzen Zehlen Z oder die reellen Zahlen R mit € im
gblichen Sinn - '

%) Die Menge T, der pogitiven Teiler einer natilirlichen Zahl n
mit x|y (x teilt y) fir xsy.

An Hand von Beispiel H#) 1%At sich sch¥n zelgen, d28 es im alige-
meinen mehrere "plichkeiten gibt, auf einer Menge 2ine Halbordnung
zu definieren (indem man neben € im Ublichen Sinn die Relation

"teilt" betrachtet ).

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Veranschaulichung einer Halbordnung
ist das sogenannte Hassc-Diagramm. Um dieses erkliren zu kdnnen,
bendtigen wir noch die folgenden Begriffe:

Ist xSy und gilt x#y, so heifAt x echt kleiner als y (y echt grifer
als x),woflir wir x<y schreiben.

Ist y<y und gibt es kein z, sodaB x<z<y ist, 30 heift y oberer
Nachbar von x (und x unterer Nachbar von y).

Ordnet man nun jedem Element x aus einer Halbordnung <H,s> (bzv.
einer "nicht allzu grofen" endlichen Teilmenge von ¥F) bijektiv
Punkte der Zeichenebene derart zu, daB y "h&her liept” als x,

falls x<y ist,(wobei jedoch Verschiebungen in seitlicher Richtung
erlaubt sind) und verbirdet genau die Pun¥tepaare(x,y) flr die

gilt: x ist unterer Nachbar von y, so erh2lt man das Hesse~ Diagramm
der Halbordnung <H,£> (bzw. einen endlichen Teilaussehritt davon).

In den nachstehenden Abbildungen 1-5 sind die Hasse-Diagramme

von folgenden Halbordnungen wiederpegeben: Abb.1 zeigt ein Diagramm,
wie e3 sich bei Beispiel 1) ergeben kann. In Abb.2 schen wir das
Diagramm der Potenzmenge der dreielementigen Menge ¥-{a,b,c).

Abb.3 veranschaulicht 2 mit < im (blichen Sinn. Ab:.4 ist deas
Hasse-Diagramm des Verbandes le der Teller von 12. Abb.5 erklirt
die hiferarchische Struktur sines Betriebs, welche ebenfalls eine
Halbordnung bildet.
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An Hand von Abb.3 1%Rt sich leicht erkldren, was eine Kette ist;
AbbL.5 zeigt, daB Halbordnungen auch auBerhalb der Mathematik (in
diesem Fall in den Sozialwissenschaften) von Bedeutung sind.-Mittels
amme ist es auch gut mBglich, zu erkliren, wann eine '

obiger Diagr
1nlbordnung. endlich heift, ferner, was man unter einer Teilhalb-

einer Halbordnung definiert sind. Auch die Begriffe obere und untere
Sehranke einer Teilmenge und Supremum und Infimum einer Teilmenge
lassen sich mit Hilfe der Hasse-Diagramme gut erarbeiten. Wir heben

hervor:

Besitzt eine Teilmenge T von H eirer Halbordnung <H,s> unter ihren
oberen Schran¥en in H ein Xleinstes Element, so heift dieses das
Supremum von T - in Zeichen: sup T. Gibt es unter den unteren
Sehranken von T in H ein grdftes Element, 30 wird diezes das In-
inf T - gerannt.

Timum - in Zeichen:

NS

Infima und Suprema von Teilmengen spielen im Mathematikunterricht
vei der Besprechung der rationalen Zahlen Q@ bzw. bei der Einflhrung
der reellen Zahlen R eine wesentliche Rolle. Ein hHufig gewlihltes
Beispiel ist die Teilmenge T von Q definiert durch T=(x|1<x2<2).

von T
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T pesitzt wohl ein Infimum, n8mlich 1, aber kein Supremum:
/2 ist irraticnal.

Im nichsten Schritt wenden wir uns nun den Halbordnurgen

zu, bei denren zu jJe zwei Elementen x und y sowohl sup{x,y} als

auch inf{x,y} existiert. Diese Halbordnungen heiRen Verbands-
s B N e W

nalbordnungen und stehen im Mittelpunkt unseres Interesses.

P

Die Beispiele 2),3) 4) wvon vben sind alle Verbandshalbordnungen,
die Halbordnung ir Abb.S5 wird zu einer Verbandshalbordnung, falls
man ein CO-Element als neues Element hinzufiigt. Herauszufinden, wie

in diesen Verbandshalberdnungen die Infima und Suprema der zweiele-

_.u

nentigen Tellwengern dussenen, ist ¢ine lohnende Aufgabe filr den Unter-

richt: Erstens 18t die Aufgabe i'Ur Scnilller nicht allzu schwer uand

man aufl Wohlbekanntes: In P(M) sind Tnfimum und

:

'L'.W‘Slite“s 5&’

T/
o+

Suprenun gerade der mengentheoretische Durchschnitt blzw. die
mengentheoretische Vereinigung, bei Beispiel 3) ist das Infimum
das Minimum und das Supremua das Maximum dev beiden betrachteten
Zahlen,urd bel Belgpiel U) treflfen wir aul den gr8ficn gemeinsamen
feiler als Infimuwin und das kleinste gemeinsame Vielfache als
Suprenum

Zetzen wir nun {nah

D |

gelegt durch P(M)) in einer celiebigen Vor-
{x,v} = xUy und inf{x,y} = x0y, sp ist die

e
bandshalbordnung sup
Briicke von den Verbvandshalbovdnungen |2u den Verbinicn| als algebra
sche Strukturen geschlagen. Wie man ~ im Untevricht vpraussiechtlici

-

nur an Hand einiger konkreter Beispeille oder ffir einkzelne Be-

ciehungein - zeigen kann, gelten in einer Verbandshalbordnung dle

folgenden Gezetze:
("1) xu(yuz) = (xUyduz (V1') xn(ynz) = (xnNy)nz
(72) xuy = yux {(v2') =xhy = yNhx

~

e

J
('73) xUu(xny) = x vy
((v3), 73') werden Verschmelzungsresetze genannt.)

P

xM(xUy) = x

Eine Menge V zusammen mic zwel 2zveistelligen Operationen Uung N
("Vereinigung” und "Durchschnitt”), welche die Gesetze (71} - (¥3')
erfiillen, hel’t ein Verbard - in Zeichen <V,U,n>.

B e Y i

Deliii

ievrt wman in elnem Verband <V,U,n> eine Relatlion £ durch
xSy, falisg xiy = x (oder dquivalent damit, falls xUy

y), so er-
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hilt man eine- Verbandshalvordnung <V,<>,und es gilt: Vermige der
angegebenen Vorschrift entsurechen die Verbinde und die Jerbands-
halbordrnurgen einander urzehrbar eindeutig. - Der gesamte
Beweis dioses Satzes wird zweifelsohne den schuliscken Rahmen
sprengen; wohl aber kann der Beweis Anlaf {ir den Lehrer sein,
sich zu fragen, ob es, insbesondere in Hirblick auf den Unter-
richt von Boolescher Algebra, richt sirmwoller ist, mit dea Ver-
bard als algebraische Strulktur zu beginnen urd erst im nachhinein
zu Veranschaulichungsziecken den ordnungstheoretischen Aspekt

der Verbinde zu beriicksichtigen.

Wie gestaltet sich der Unterricht, falls man mit dem Verband als .
s A s s e e e e e et ™ = -
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algebraische Struktur tecinnt?
W

Die .zhl der Beispiele kérnte (abtgenshen von Beisoiel 1) urd éem in AcH.5 wiederyeg
kener Deispiel)genzuso erfcigen vie cken (rur mit agzte dev “gresrrift zur Bildurg
von Vund Nan Stelle der Verbandshalbordnung). Daran anschnliefen
kénnte die Herleitung einiger einfacher Rechenregeln, insbescndere
solcher, welche man zum Nachweis der Halbordnungsaxicme bel Ein-
fibhrung der Verbandshalbordnung bendtigt. Dann wirde rman wohl auch
auf die ordnungstheoretische Seite der Verb&nde - zumindest um
Hasse-Diagramme zeichnen zu koénnen - eingehen. Otgleich diese Vor-
gangsweise sicherlich rationeller ist als die Einfibhrung der Ver-
binde ilber Halbordnungen, snricht zweierlei dagegen: Erstens wird
die Abgrenzung der Verbandshalbordnungen gegen"ber den ubrigen
Halbordnungen mehr oder weniger undeutlich ausfaller,urd zweitens
wird es sehr viele Schiiler geben, denen geometrische Uberlegungen
leichter fallen als das Denken in einem fiir sie neuen abstrakten
Kalkiil.

llehmen wir nun aber an, der Schiiler ist auf die eine oder andere
Veise mit dem Verbandsbegriff vertraut. Dann ist es méglich, weitere
Beispiele von Verbdnden zu besprechen, welche -~ zunmindest in einigen
Schultypasn - im Unterricht (inplizit) vorkemzen, die aber von et-
was groRerem Schuierigkeitsgrad als die oben angefiikrten sind. Hier
jst vor allem zu erwinnen: Der Aquivalenzverbznd (= Zerlegungsver-

bznd) einer Yonge.

NN,

Ordnet man die Fouivalerzrelationer einer gegebenen Menge M be-~
ziglich der mengenthecoretischen Inklusion, so erhili man eine

Verbandshalbordnung. In dieser Halbordnung gilt fiir zwei Kquivalenz-
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relationen ¢ und ¥ von M: ¢écPp genau dann, wenn jede Klasse der
durch ¢ induziertgn Klasseneinteilung von M enthalten ist in
einer Klasse qFr durch ¥ induzierten Klasseneinteilung.- In Ab-
bildung 6 ist der Xquivazlenzverband von M={a,b,c} wiedergegeben.

{13}
(o)
{{b}, ~,cl)}
({a)s{b’C}} 4 Of{c},{a,b))
0 -
{{al, {(b},(c)} Abb.6

Weitere Beispiele sinc : Der Verband der Untergruppen einer Gruppe
(mit der mengentheoretischen Inkliusion als Yerbandsordnung), die
reellen Funktionen auf dem Intervall [0,i] mit f<g definiert durch
f{x)<g(x) (im Ublichen Sinn) filr alle 7€{0,1) und der Verband
der Unterr’ume eines (zwvei-~ oder Ffreidimensicnalen) projektiven
Raumes mit "x liegt auf bzw. in y" fir x<y (Z.B.: Der Punkt x
liegt auf der Geraden y.)

2. Vert¥nde mit speziellen Eigenschaften

Hat man genligend viele Peispiele von Verbinden zur Verfiigung, so
kann man daran gehen, einige Verbandsklassen urd deren Eigenschafter
etwas genauer zu studieren. Im “usammenhang ~it dem Analysis-Unter-
richt bieten sich hier etve die Ygilfféﬁiliﬁﬂ»zggéﬁﬂgf an, also
Verbinde, bel denen zu jeder teliebigen, nicht-leeren Teilmenge

Infimum unc¢ Supremum existieren.

Wie der Schiiler aus dem Analysis-Unterricht weif, hat jede nicht-
ieere beschréilkte Teilmenge von reellen Zahlen sowchl ein Infimum
als auch ein Suprenum, cbgleich man im Vollstindigkeitsaxiom von R
z.B. nur die Fxistenz von Suprema fordert. Dies wird klar, falls

man den folgenden Satz (dem man eventuell in der Schule sogzar
beweisen k¥nnte) kennt: '
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- Beeitzt in einer nach unten beschrénkten Halbordnung jede nicht-

leerc Teilmenge ein Supremum, so0 besitzt jede nicht-leere Teilmenge
auch ein Infimum. g

Die Aussage in Abechnitt 1, daf die Hzlbordnung, welche die hierar-
chische Struktur eines Betriebes wiedergibt (£bb.5), durch Hinzufiigen
eines O-Elementes zu einer Verbandshalbordnung wird, wird ebenfalls
durch obigen Satz verifiziert.

Durch einen direkten Beweis wird der Schiller leicht nachpriifen
konnen, dal jeder endliche Verband vollsténdig ist, und es wird
ihm auch nicht schwerfallen, die Potlenzmenge einer Menge als
vollstdndig zu erkennen.

Bine weitere wichtige Klasse von Verbdnden ist die Klasse der distri-
butiven Verbénde. v

Ein Verband (V,u,n? heiBt distributiv, falls fiir alle x,y,z€V gilt:
(D) =ulynz) = (ydn(xwz) und (D') xnlywz) = (xnylu(xnz)

Die Potenzmengen P(M), Ketten und die Teilerverbidnde Tn {siehe
Beispiel 4)) sind Beispiele von distributiven Verbénden, welche

in der Schule besprochen wcrden kdnnen. Desgleichen wird man

in der Schule ,leicht die Aufgabe stellen kdnnen, nachzuweisen, dafl die
in Abbildung 7 dargestellte: Verbénde MS und NS nicht distributiv
sind. (Es gilt sogar mehr, nidmlich, daf ein Verband genau dann distri-
butiv ist, wenn er keinen Unterverband besitzt, welcher zu M5 oder

zu NS isomorph ist. d.h. dasselbe Hasse-Diagramm wie MS oder NB

hat.)

Abb.7

Viele der Eigenschaften vor distributiven Verb&dnden, welche in
der Schule besprochen werden, sind Eigesnschaften der Klasse der sog.
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modularen,Verb&nde, welche die Xlasse der distributiven Verbinde
umfaBt. Obgleich iman die modularen Verbdnde im Unterricht sicher-
1ich nicht durchnebmen wird, so ist die Kenntnis der wichtigsten
Eigenschaften der modularen Verbdnde fUr den Lehrenden dann un-
erl4flich, wenn er den Stoff von einem "hdheren Standpunkt aus"
unterrichten méchte. (Ein Beispiel dafir wird weiter unten gege-

ben) . )
Ein Verband <V,U,f> heift modular, falls das folgende "modulare
Gesetz" gilt:

(M) Ist x2z, so ist xn{yuz) = (xny)uz

Wie erwdhnt, $ind alle distributiven Verblinde modular. Weitere
Beispiele von modularen Verbinden sind der Verband der Normalteiler ‘
einer Gruppe (tzw. bei ebelschen Gruppen der Verbernd der Untergrunpen),f:
der Verband der Untervektorrfume eines Vektorraumes uﬁd der Ver- |
band der Unterriume eines projektiven Raumes. Der in Abbildung 7
wiedergegebene Verband M5 ist gleichfalls modular, wohingegen der
Verband Ng nicht modular ist. (Es gilt sogar, daR 3as Nichtvor-
handensein eines Untervertandes isomorph zu N5 édie modularen Ver-
binde charakterisiert. - Vgl .hierzu die oben argegebene Charakteri-

sierung der distributiven Verbinde .’

Eine der wichtigsten Eigenschaften von modularen Verbinden ist,

daP alle maximaien (nicht weiter verfeinerbaren) Fetten, welche ein
Element eines nach unten beschréinkten Verbandes mit dem O-Element
verbinden, gizich lang sind. (Gleich lang heidt hierhei, daf ent~-
weder alle maximalen Ketten unendlich sind, oder daf eine maximale
Kette endlich viele Elemente hat und dann die {ibrigen maximalen

Vet ten gerausc’ele Elemente wie diese Kette haber). Bezeichnet man
in einen Verband endlicher Linge (der Verband ict bheschridnkt und
jede O mit 1 verbindende Yetteist endlich) die ur 1 verminderte An- ‘
zahl der Elemente einer Kette, welche das O-Element mit einem Element xk

verbindet, mit dim x, so gilt fclgender Dimensionssatz:
PNt e N
dim x + dim y = dim (xUy) + dim (xny).

Fir den Fall, daB der betrachtete Verband der Verband der Unter-
vektorriume eines endlichdimensionalen Vektorraumes cder der Verband
der Unterr#ume eines endlich-dimensionalen projektiven Raumes ist,
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ist der Dimensiongsatz aus der Linearen Alzeﬁra bzw. Geometrie
bekannt. Im Falle der Potenzmenge einer endlichen Mengqxﬁ begegne
wir dem Dimensionssatz in der Schule in der Form a{X)+a(Y) =

= a(Xuy)+2(XnY), wobei a(X) die Anzahl der Elemente der Teilmenge
¥ von M bezeichnet. 1st der betrachtete Verband ein endliches
Freignisfeld, so finden wir den Dimensionssatz im Schulunterricht
im Additionstheorem der Wahrscheinlichkeitstheorie wieder.

Fin Verband <V,U,n> heift komplementdr, wenn er ein O0- und ein
1-Element. besilzt und zu jedem x€V ein Element x'€V existiert,
sodaf xUx'=1 urd xNx'=0 ist. Vie uns z.B. die Verb&nde NS und

M5 in Abbildung 7 zeigen, kann c¢s durchaus sein, daf in einem
komplementliren Verband ein Element mehr als ein Komplement besitz

Wie leicht zu zeigen ist, ist jedoch in einem distributiven Ver-
band dic Kemplementbildung eindeutig, was uns zu der nichsten
Klagse von Verbinden, den sog. Booleschen Verbdnden, fihrt.

Ein Verband heift Boolescher Verband, falls er distributiv und
vomplemcntlir ist. Fassen wir in einem Booleschen Verband O und 1
als nullstellige Operationen und die (eindeutige) Komplementbildu:
als einstellige Operation éuf, so sprechen wir von einer Boolesch

Algebra.

- Dba angenommen werden darf, daB viele Leser mit der Theorie der

Boonleschen Algebrer: vertraut sind (-der Unterricht von Boolescher
Alrebra ist in einigen Schultypen obligatorisch-), beschréinken si«
die folgenden Ausfiihrungen nur euf die Angabe von Beispielen und
auf eine Diskussion der Bedeutunp der Booleschen Algebra fiir die
Schaltalgebra und Aussagenlogik.

Zunichrst die Beispiele: Die klassischen Beispiele fiir Boolesche

D i e N
Algebrer: im Schulunterricht sind die Potenzmengen P(M), die o-Algel
(Ereignisfelder), die Teilerverbinde Tn, wo n eine quadratfreie
natiirliche Zahl ist, und die Booleschen Algebren Fk(B) und Pk(B)
der k-stelligen Funktionen bzw. Polynomfunktionen {lber einer Bool«

Algebra B mit Werten in B.

Auf die beiden letztgenannten Beispiele wollen wir etwas nfher el
gehen.
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3. Forschungsprobleme im Unterricht

Hiufig gewinnen Schliler den Eindruck, daf die meisten Probleme
in der Mathematik bereits gelist sind oder zumindest 1&6sbar sind
und nicht selten hért man die Frage, wae es eigentlich noch zu
erforschen gibe. Um solchen Tendenzen entgegenzuwirken erweict
es sich als gilnstig. ab und zu im Unterricht auf beriibmte geloste
oder ungeliste Probleme zu sprechen zu kommen. Aus dex Versténdn:
der bisherigen Ausfithrungen heraus ist es mglich, im Unterricht

etwa die folgenden Fragen zu erdrtern.

(1) {ngaeder andeutlg Pomplqurtére VEIEEPd dlstr1but]v”
LERt man den Schiller etwvas "herurorobieren”, so wird er (ratirl:
kein Gegenbeispiel fincen - insbesondere ist fiir jeden Verbzand
endlicher Linge und jeden modularen Verband, um nur einige we-
nige Beispiele zu nennen, die Frage zu bejahen. -~ Es wird den
Schiller nach den vorangegangenen eigenen Mistrengungen sber ¢2n.7 si
lich interessieren, dak es erst 1945 gelang, das Prollem zu 18ser
Dilworth zeigte, daR die Antwort auf Frage (1) nein ist.

(2) Ist deder endliche Verband isomorph zu einem Teilverbard ein¢
P e e e e e e e et~ e ™™y s e e P e e O e '\Mf‘\o——-”‘\-

endlichen Zerlegungsverbtandes?

P i i e i ST
1l

Im Jahr 1046 zeigte Whitman. daB jeder Verband isomorph zu einem

Teilverbarnd eines Zerlegungsverbandes ist, und er sprach die be-
rithmt gevordene Vermutung aus, daP jeder endliche Verband isomorj
zv einem Teilverband einres endlichen Zerlegungsverbanies ist. - I
hatte {iber 30 Jahre geczuert bis diese Vermutung im Jahre 31978 d
die Mathematiker Pudldx und Tuma beststigt werden konnte! flso
ein beriibmtes Problem, daf erst in unserén Tagen gelist wurde.

(3) Sei D ein zweielementiger distributiver Verband. Wie grof
N e N e e ettt s i ™ P, 4 e P et A L

e e P el s
ist d:e Anzahl der Elemente von P, (D)?
N e N e e e N e Pt SN e et e e e . ~—~

kuch bei diesem Problem kann sich der Schiiler selbst versuchen.
Es wird il sicherlich gelingen, zu zeigen, daf IP 1B 25 1
Auch der Machweis, daf |P,(D)}|=€ ist, ist noch im Err:iu,.
seiner Kdplichkeiten. ™ k=3 bzv. I pilt: H (D)I 20, |p, (D)=
wundern, ‘Gaf man bis beute (trotz der Mbgllchkext des Einsatzes
groBer Computer) noch nicht mehr kennt als |?k(D)I fir k<7!

r‘\
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